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Resumo
Nesta dissertação, trabalhamos com as três leis de Kepler utilizando simetrias de Lie.
Iniciamos com uma abordagem clássica sobre as leis de Kepler, mostrando de forma
detalhada a maneira com que Newton, utilizando sua mecânica e a Lei da Gravitação
Universal, demonstrou tais leis. Também fazemos uma abordagem sobre simetrias de Lie
com alguns conceitos básicos de simetria, grupos de Lie de 1-parâmetro, geradores de
grupo e as equações de Lie. Estudamos sobre sistemas de equações diferenciais de segunda
ordem, a EDP de primeira ordem correspondente e as condições de simetrias. Fizemos
uma pequena abordagem sobre simetrias de Noether e o teorema de Noether. Calculamos
as simetrias de Lie do problema de Kepler, e por fim, utilizando simetrias, demonstramos
de forma clara as três leis de Kepler. Além disso, trabalhado um pouco com simetrias de
Cartan e primeiras integrais quadráticas encontramos outra lei de conservação vetorial
que se trata do vetor de Laplace-Runge-Lenz.
Palavras-chave: Leis de Kepler. Simetrias de Lie. Vetor de Laplace-Runge-Lenz.
Abstract
In this dissertation, we worked with the three Kepler’s laws using Lie’s symmetries. We
started with a classical approach to Kepler’s laws, showing in detail the way that Newton,
using his mechanics and the Law of Universal Gravitation, obtained the three Kepler’s Laws.
We also presented some elements of the Sophus Lie theory of symmetries of differential
equations. Namely: Lie point symmetries, 1-parameter Lie groups, infinitesimal generators
of such groups and Lie’s equations. Using this theory we studied second-order differentials
equations, the corresponding first-order PDE and symmetry conditions. We have also
discussed the Noether’s symmetries and the Noether’s theorem. We calculated explicitly
the Lie point symmetries of the Kepler’s Problem. Finally, using the obtained symmetries,
we showed clearly the three laws of Kepler can be obtained in this way. Moreover, we
worked a bit with Cartan’s symmetries and quadratic integrals. We found in this way
another vector conservation law, namely the Laplace-Runge-Lenz vector, which determines
a dynamical symmetry of the Kepler’s Problem.
Keywords: Kepler’s laws. Lie’s symmetries. Laplace-Runge-Lenz vector.
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Introdução
Este trabalho trata-se de um estudo aprofundado do problema de Kepler via
simetrias de Lie. Inicialmente, no capítulo 1, faremos uma abordagem clássica das três
leis de Kepler e mostraremos de forma detalhada a maneira como Newton, utilizando sua
mecânica e a Lei da Gravitação Universal, demonstrou tais Leis, antes faremos um resumo
sobre a Lei da Gravitação Universal, campos centrais de força e momento angular que são
úteis para tais demonstrações.
No capítulo 2, apresentaremos um pequeno estudo sobre a teoria de Sophus Lie,
definindo alguns conceitos básicos como simetria, grupos de Lie de 1-parâmetro, geradores
de grupo e as equações de Lie. Usando esta teoria, estudaremos sistemas de equações
diferenciais de segunda ordem, a EDP de primeira ordem correspondente e as condições
de simetrias e a partir daí, abordaremos um pouco sobre simetrias de Noether e o teorema
de Noether.
Por fim, o capítulo 3, que é o enfoque principal deste trabalho, usando simetrias,
demonstraremos de forma clara as três leis de Kepler. Inicialmente, calculando explicita-
mente os geradores de simetrias de Lie do problema de Kepler, o Lagrangiano, e quais
geradores de simetrias de Lie são geradores de uma simetrias de Noether e utilizando o
teorema de Noether, demonstraremos por fim as leis de Kepler. Além disso, trabalhando
um pouco com simetrias de Cartan e primeiras integrais quadráticas encontraremos outra
lei de conservação vetorial que se trata do vetor de Laplace-Runge-Lenz.
As principais bibliografias utilizada neste trabalho foram os livros de Figueiredo
e Neves (1997) sobre “Equações Diferenciais Aplicadas” e de Stephani (1989), “Differential
equations - Their solution using symmetries”.
15
1 As Leis de Kepler: abordagem clássica
As abordagens seguintes foram baseadas no livro “Equações Diferenciais Apli-
cadas” de Figueiredo e Neves (1997).





Johannes Kepler (1571-1630) foi um astrônomo e
matemático alemão. Teve grande contribuição à ciência, elabo-
rou leis da mecânica celeste, aperfeiçoou os trabalhos de Galileu
Galilei e teve influência nas descobertas de Isaac Newton.
Em 1600, Kepler foi convidado por Tycho Brahe
para trabalhar como seu assistente no seu observatório em
Praga e quando este faleceu, Kepler foi nomeado diretor do
observatório, tendo também herdado todas as suas observações.
Em 1609, publicou sua “Astronomia nova”, que
defendia a teoria de que as órbitas dos planetas em torno do
Sol não são círculos. E além disso, sua segunda lei implica que
a velocidade dos planetas não é constante. Em 1619, Kepler
publicou seu trabalho “Harmonia do universo” sobre a teoria
planetária.
As leis que Kepler enunciou em seus trabalhos são
as seguintes:
• Primeira Lei: Cada planeta se move em uma órbita elíptica, tendo o Sol como
um dos focos.
• Segunda Lei: O vetor raio ligando o Sol a um dado planeta varre área iguais em
tempos iguais.
• Terceira Lei: A razão entre o quadrado do período de um planeta e o cubo do
semi-eixo maior de sua órbita é a mesma para todos os planetas.
Em geral num sistema de dois corpos, estes orbitam em torno do seu centro de
massa. No entanto, quando um dos corpos tem uma massa muito maior que o outro (que é
o caso do Sol em relação aos outros planetas), o centro de massa do sistema praticamente
1 Disponível em: <https : {{commons.wikimedia.org{wiki{File : JohannesKepler1610.jpg> Acesso
em 22 nov. 2016.
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coincide com o centro do corpo de maior massa, pelo que se pode considerar que este está
parado enquanto o outro orbita em torno dele. A primeira lei de Kepler aplica-se a estes
sistemas. Além disso, as três leis de Kepler exigem que o Sol esteja no centro do Sistema
Solar, conforme Copérnico, em contradição com a ideia de Aristóteles.
Também se tinha a ideia de que os planetas se moviam com velocidade constante
em suas órbitas. A segunda Lei de Kepler substitui esta ideia pelo fato de que os planetas
se movem mais rapidamente quando estão mais próximos do Sol e mais lentamente quando
estão mais afastados. Esta lei é uma consequência da conservação do momento angular do
planeta que se encontra sob ação de uma força central que aponta sempre para o centro
do Sol.
Figura 1 – Ilustração da segunda lei de Kepler.
Fonte: Geogebra
A terceira lei de Kepler, por sua vez é percursora da Lei da Gravitação Universal





A constante K é chamada constante de Kepler e é a mesma para todos os planetas que
orbitam em torno do Sol, T é o período e a é o semi-eixo maior do planeta em questão.
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Tabela 1 – Cálculo da constante de Kepler para órbitas em torno do Sol. O erro é relativo
a K  1ano2UA3 para a Terra
Planeta Período Distância média Constante Erro
(anos) ao Sol (UA) de Kepler relativo (%)
Mercúrio 0,24085 0,387 1,001 0,08
Vênus 0,61520 0,723 1,001 0,1
Terra 1,00000 1,000 1,000 -
Marte 1,88071 1,524 0,999 0,07
Júpiter 11,85654 5,203 0,9981 0,2
Saturno 29,44750 9,537 0,9997 0,03
Úrano 84,01697 19,191 0,9987 0,1
Neptuno 164,79124 30,069 0,9989 0,1
Fonte: WikiCiências
Mais detalhes podem ser dados por Araújo e Observatório Nacional.
Newton, em 1665, utilizando sua mecânica e a Lei da Gravitação Universal,
demonstrou as três leis de Kepler rigorosamente. Neste capítulo faremos a demonstração
dessas leis, mas antes apresentaremos um pequeno resumo sobre a Lei da Gravitação
Universal, campo de força central e momento angular.
1.2 Lei da Gravitação Universal, campos centrais de força e mo-
mento angular
1.2.1 Lei da Gravitação Universal
Conforme a lei de Newton a força ~F que um planeta (ou estrela) de massa M
exerce sobre outro planeta de massa m é dada por:
|~F |  GMm
r2
em que r é a distância entre as duas massas (medindo a partir do centro de cada uma), G é
a constante de gravitação universal, cujo valor é medido aproximadamente G  6, 67x108
unidades CGS. Em outras palavras, a força de atração entre dois corpos é proporcional ao
produto das massas e inversamente proporcional ao quadrado da distância entre eles.
As forças atuam ao longo da reta que une os dois planetas de acordo com a 3a




  ~F 1
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Figura 2 – Força atuando ao longo de uma reta.
Fonte: Geogebra
1.2.2 Campos Centrais de forças
Seja ~F  R3 um campo de força e o vetor raio ~r  px, y, zq. ~F é central se em
cada ponto px, y, zq  R3 em que ele está definido, ~F aponta para um ponto fixo, chamado
centro do movimento. Se escolhermos a origem como centro do movimento, um campo de
força central pode ser escrito como:
~F p~rq  fp~rq~r (1.1)
em que f é uma função escalar definida nos mesmos pontos de definição de ~F . Os seguintes
resultados exibem uma conexão entre campos centrais de forças e campos conservativos.
Lembremos que ~F é conservativo se, e somente se, pode ser escrito como gradiente de um
campo escalar.
Proposição 1.2.1. Seja ~F um campo conservativo, e V um potencial de ~F . Então ~F é
central se, e somente se, V depende apenas de r  |~r| 
a
x2   y2   z2. E neste caso,
existe uma função real de variável real, g tal que
~F p~rq  gprq~r (1.2)
Demonstração: ñ) Suponha que ~F é central. Queremos mostrar que V é
constante sobre as esferas |~r|  r0  cte. Seja ~α  ~αptq um caminho com |~αptq|  r0.
Então pela regra da cadeia:
d
dt




 ~F p~αptqq  9~αptq
pois ~F é conservativo. Pela fórmula (1.1)
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~F p~αptqq  9~αptq  fp~αptqq~αptq  9~αptq










pois r0  constante.











































em que 9V  dV
dr
. Daí, temos que ~F p~rq  ∇V prq 
9V prq
r





Proposição 1.2.2. Se ~F for um campo central contínuo tal que
~F p~rq  gp|~r|q~r,
então ~F é conservativo.
Demonstração: Basta exibir um potencial V para ~F . Seja Gprq uma primitiva








Analogamente BVBy  gprqy e
BV
Bz  gprqz .Então, ∇V prq = gprq~r 
~F e por
conseguinte, ~F é conservativo.

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A seguinte proposição mostra que no estudo do movimento de partículas em
campos centrais, nada se perde em nos restringirmos ao plano.
Proposição 1.2.3. Suponha que uma partícula de massa m esteja em movimento sob a
ação de um campo de força central ~F . Então sua órbita está contida num plano.
Demonstração: Pela 2a lei de Newton temos que:
m:~r  ~F  fp~rq~r
tomando o produto vetorial dessa equação por ~r obtemos:
m:~r  ~r  ~F  ~r  fp~rq~r  ~r  0,
pois ~r  ~r  0, então, mp:~r  ~rq  0, isto é, :~r  ~r  0. Esta última relação pode ser escrita
como:
:~r  ~r  12
d
dt
p 9~r  ~rq  0 ñ 9~r  ~r  ~c (1.3)
em que ~c é um vetor constante. Tomando o produto escalar por ~r na segunda equação
acima temos:
p 9~r  ~rq  ~r  ~c  ~r
Note que, na parte esquerda temos o produto misto de três vetores ( 9~r, ~r
e ~r) que é zero pois dois deles são colineares, então ~c  ~r  0. Se ~c  pc1, c2, c3q e
~r  ~rptq  pxptq, yptq, zptqq é a posição da partícula, obtemos:
c1xptq   c2yptq   c3zptq  0
Se ~c  ~0, ~r  ~rptq, para todo t, então sua órbita está num plano passando pela
origem e perpendicular a ~c. Se ~c  ~0, temos 9~r  ~r  ~0, isto implica que os vetores 9~rptq e
~rptq são colineares pelas propriedades do produto vetorial, então 9~rptq  k~r para alguma
constante k. Assim, está claro que ~r  ~rptq é uma reta.

A partir desta proposição, podemos considerar, sem perda de generalidade, as
forças e o movimento no plano px, yq com z  0. Identificaremos também ~r  px, yq com
~r  px, y, 0q.
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1.2.3 Momento Angular
Considere uma partícula de massa m no instante t. O momento angular (ou
momento da quantidade de movimento) com relação a origem é dado pela expressão:
hˆ  mpx 9y  y 9xq (1.4)
O seguinte resultado mostra que num campo de força central o momento angular se
conserva.
Proposição 1.2.4. Suponha que uma partícula de massa m está em movimento sob ação
de um campo de força ~F  pf1, f2q. Então, o momento angular hˆ é constante se, e somente
se, o campo for central.
Demonstração: Derivando (1.4) com relação a t temos:
d
dt
phˆq  9ˆh  mp 9x 9y   x:y  9y 9x :xyq,
9ˆ
h  mpx:y  :xyq,
9ˆ
h  xm:y  ym:x.
Da 2a lei de Newton, segue que:
9ˆ
h  xf2  yf1.
Como hˆ é constante então 9ˆh  0 ðñ ~F  pf1, f2q for paralelo à ~r  px, yq, isto
é, se o campo for central.

Considere coordenadas polares no plano xy:
x  r cos θ, (1.5)
y  rsenθ. (1.6)
A órbita pxptq, yptqq de uma partícula, neste caso, é determinada por prptq, θptqq.
De (1.5) e (1.6) temos as seguintes relações, em que v2  9x2   9y2:
9x  9r cos θ  r 9θsenθ, (1.7)
9y  9rsenθ   r 9θ cos θ, (1.8)
v2  9r2   r2 9θ2. (1.9)
De p1.5q  p1.9q tiramos a forma do momento angular (1.4) em coordenadas
polares:
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hˆ  mpr cos θ 9rsenθ   r cos θr 9θ cos θ  rsenθ 9r cos θ   rsenθr 9θsenθq,
hˆ  2mr2 9θ (1.10)
Da Proposição 1.2.4 temos que:
r2 9θ  constante  h (1.11)
1.3 A Lei da Gravitação Universal implica as leis de Kepler
1.3.1 1a Lei de Kepler: cada planeta se move em uma órbita elíptica, tendo o
Sol como um dos focos.
Seja M a massa do Sol e m a massa de um planeta. De acordo com a 2a lei
de Newton, a Proposição 1.2.3 e a Lei da Gravitação Universal, as equações escalares do
movimento do planeta são dadas por:
m:x  F cos θ, (1.12)
m:y  F senθ, (1.13)
em que F  GmM
r2
e r é a distância do Sol ao planeta.
Observação: Este é um caso particular de campo de força central.
Derivando (1.7) e (1.8) com relação a t, obtemos:
:x  :r cos θ  2 9r 9θsenθ  r:θsenθ  r 9θ2 cos θ,
:y  :rsenθ   2 9r 9θ cos θ   r:θ cos θ  r 9θ2senθ.
em que tiramos:
:x cos θ   :ysenθ  :r  r 9θ2, (1.14)
:xsenθ  :y cos θ  2 9r 9θ  r:θ. (1.15)
Substituindo (1.12) e (1.13) em (1.14) e (1.15), obtemos:
F
m
 :r  r 9θ2, (1.16)
2 9r 9θ  r:θ  0. (1.17)
Note que a equação (1.17) é equivalente à (1.11), pois:
r2 9θ  constanteðñ d
dt
pr2 9θq  0 ðñ 2r 9r 9θ   r2:θ  0 ðñ 2 9r 9θ   r:θ  0.
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De (1.11) tiramos que θptq é estritamente monotônica, isso implica que podemos
expressar t como função θ e consequentemente r como função de θ. Usamos rpθq para





































































































































em que h é o momento angular ph  r2 9θq. A equação (1.20) é conhecida como fórmula
de Binet, que é a equação diferencial de todas as órbitas r  rpθq de uma partícula de
massa m num campo de força central pF cos θ, F senθq. Como F  GmM
r2
tomando
µ  GmM ¡ 0, temos F  µ
r2













que é uma equação diferencial de 2a ordem. Seja p  1
r
, temos:
:p  p  µ
mh2
, (1.22)
em que p  ppθq.
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Considere a equação linear homogênea associada:
:p  p  0. (1.23)
A solução geral de (1.23) é:
p0pθq  c1 cos θ   c2senθ.
Esta solução pode ser expressa na forma p0pθq  A cos pθ  θ0q. De fato, seja
A2  c21   c22  0, cos θ0 
c1
A
e senθ0  c2
A
, isto implica que c1  A cos θ0 e c2  Asenθ0.
Assim,
p0pθq  A cos θ0 cos θ   Asenθ0senθ,
p0pθq  Apcos θ0 cos θ   senθ0senθq,
p0pθq  A cos pθ  θ0q.
Note que pppθq  µ
mh2
é uma solução particular de (1.22). Portanto a solução
geral de (1.22) é:
ppθq  µ
mh2
  A cos pθ  θ0q,






  A cos pθ  θ0q. (1.24)
Note que F depende somente de r, logo pela Proposição 1.2.2 temos que ~F é




um potencial para ~F , daí temos que a energia total ao longo de uma órbita é constante,
ou seja,
E  12mv
2   V  constante. (1.25)




2   r2 9θ2q   V
 12mp 9r
2   h 9θq   V.
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Assim,
2pE  V q
m
 9r2   h 9θ,










































 2pE  V q
mh2
(1.27)
Utilizando (1.27) podemos encontrar a constante A de (1.24) em termos da energia. Para
tal, lembramos que V prq é uma primitiva de F prq:










V prq  µ
r
. (1.28)











 2pE  V q
mh2
,
A2sen2pθ  θ0q  
 µ
mh2
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A expressão (1.30) acima nos diz que a órbita da partícula é uma cônica. Para
















r1  e cospθ  θ0qs ,
logo,
r  l1  e cospθ  θ0q . (1.33)
Com µ  GmM e θ0 é a coordenada angular do ponto da órbita mais próximo
da origem (considerando que o Sol está na origem do plano). No caso do Sol, esse ponto é
chamado periélio. Como o campo das forças gravitacionais gerada por um corpo celeste é
um campo central, e uma vez que o movimento dos planetas sendo periódico, temos que
as órbitas dos planetas em seu movimento em torno do Sol são elipses, o que conclui a
primeira lei de Kepler.
1.3.2 2a Lei de Kepler: O raio vetor ligando o Sol a um dado planeta varre
áreas iguais em tempos iguais.
Primeiramente vamos calcular a área entre a curva e dois raios vetores partindo
da origem (do Sol) para os pontos x0  prpt0q, θpt0qq e x  prptq, θptqq, seguindo o que fez
Stewart (2009), observe a figura abaixo:
Sabemos que a área de um setor circular Ac é dada por
Ac  12r
2θ, (1.34)
Capítulo 1. As Leis de Kepler: abordagem clássica 27
Figura 3 – Área entre a curva e dois raios vetores
Fonte: Geogebra
em que r é o raio e θ é a medida em radiano do ângulo central. Seja R a região limitada pela
curva polar r  fpθq e pelos raios θ  θpt0q e θ  θptq, na qual f é uma função contínua
positiva e 0   θptq  θpt0q ¤ 2pi. Dividimos o intervalo rθpt0q, θptqs em n subintervalos com
extremidades θ0, θ1, ..., θn e larguras iguais a ∆θ  θi  θi1. Se escolher-mos θi no i-ésimo
subintervalo rθi1, θis, então a área ∆Ai da i-ésima região será aproximada pela área do





























































2 9θptq  12h. (1.36)
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Note que dA
dt
é constante pela proposição 1.2.4, isto é, a taxa que A é varrida
por ∆t é constante, o que demonstra a 2a lei de Kepler.
1.3.3 3a Lei de Kepler: A razão entre o quadrado do período de um planeta
e o cubo do semi-eixo maior de sua órbita é a mesma para todos os
planetas.
Para mostrar esta lei, observamos a velocidade areolar definida em (1.36).
9A  12h  constante.
Por outro lado, o período do movimento é









Considere a Figura 4 abaixo:
Figura 4 – Elípse com foco em F1 e F2
Fonte: Geogebra
Sabemos que |ÝÝÑPF1|   |ÝÝÑPF2|  2a e a2  b2  c2 pelas propriedades da elípse.
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Então do triângulo F1F2P obtemos:
|PF1|2  l2   4c2,
p2a lq2  l2   4c2,
4a2  4al   l2  l2   4c2,










































2 Preliminares: Abordagem sobre Simetrias
de Lie
Neste capítulo faremos uma pequena abordagem sobre alguns conceitos de
simetrias de Lie e algumas aplicações a sistemas de equações diferenciais baseados nos
livros de Hydon (2000), de Stephani (1989) e de Ibragimov (2009).
2.1 Simetrias: Conceitos básicos
Vamos considerar simetrias de objetos simples. A grosso modo, uma simetria
de um objeto geométrico é uma transformação cuja ação deixa o objeto aparentemente
inalterado. Por exemplo, considere um quadrado, ao girarmos 90  sobre o seu centro, este
parece o mesmo que antes da rotação, esta transformação é uma simetria. Rotações de
180 , 270  e 360  são também simetrias do quadrado. De fato, a rotação de 360  do
quadrado é o mesmo que não fazer rotação nenhuma, pois cada ponto é mapeado para si,
chamamos essa transformação de simetria trivial.
Definição 2.1.1. Uma transformação Γ é uma simetria se satisfazer o seguinte:
(S1) preservar a estrutura do objeto;
(S2) a transformação é um difeomorfismo, isto é, Γ é invertível, e tanto Γ quanto Γ1
são infinitamente diferenciáveis;
(S3) sua ação deixa o objeto aparentemente inalterado (mapeia o objeto a si).
Vamos restringir nossa atenção para as transformações que satisfazem pS1q
e pS2q. Tais transformações são simetrias se satisfazem também pS3q, que é chamada,
condição de simetria.
O triângulo rígido, por exemplo, tem um conjunto finito de simetrias, mas
existem muitos objetos que possuem um conjunto infinito de simetrias.
Exemplo 2.1.1. Um círculo (rígido) unitário
x2   y2  1
tem uma simetria
Γε : px, yq ÝÑ px, yq  px cos ε ysenε, xsenε  y cos εq
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para cada ε P ppi, pis, ou em termos das coordenadas polares
Γε : pcos θ, senθq ÝÑ pcospθ   εq, senpθ   εqq
Γε é uma rotação com ângulo ε em torno do centro do círculo. Γε cumpre pS1q pois preserva
a estrutura do círculo, pS2q pois a inversa da rotação por ε é ε, e para provar a condição
de simetria pS3q, note que
x2   y2  x2   y2
Figura 5 – Rotação do círculo unitário.
Fonte: Geogebra
e portanto
x2   y2  1 quando x2   y2  1
O círculo também tem outras simetrias, a reflexão em cada linha reta passando
pelo centro.
ΓR : px, yq ÝÑ px, yq
Toda reflexão é equivalente à ΓR seguida por uma rotação Γε.
O conjunto infinito de simetria Γε é um exemplo de Grupo de simetria de
Lie de 1-parâmetro. Esta classe de simetrias é bastante útil e é a chave para a construção
de soluções exatas de muitas equações diferencias.
2.2 Grupos de Simetrias de Lie de 1-parâmetro, geradores de grupo
e as equações de Lie
Vamos nos ater a Grupos de Simetrias de Lie de 1-parâmetro no plano.
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Definição 2.2.1. Suponha que um objeto que ocupa um subconjunto do R2 possui um
conjunto infinito de simetrias
Γε :
#
x ÝÑ x  ϕpx, y, εq
y ÝÑ y  ψpx, y, εq (2.1)
em que ε é um parâmetro real, e as seguintes condições são satisfeitas:
(L1) Γ0 é a simetria trivial, tal que
Γ0 :
#
x ÝÑ x  ϕpx, y, 0q  x
y ÝÑ y  ψpx, y, 0q  y (2.2)
(L2) Γε é uma simetria @ε P pδ, δq, δ ¡ 0.
(L3) ΓαΓε  Γα ε, @α, ε suficientemente próximos de zero.
(L4) x e y podem ser representado como uma série de Taylor em ε (em alguma vizinhança
de ε  0), sendo assim:
x  x  εξpx, yq  Opε2q
y  y   εηpx, yq  Opε2q (2.3)
Então o grupo de simetria Γε é um Grupo de Lie local de 1-parâmetro.
O termo “local” refere-se ao fato de que as condições precisam somente serem aplicadas
em alguma vizinhança de ε  0, vamos então omiti-lo daqui em diante.
Simetrias que pertencem a um grupo G de Lie de 1-parâmetro dependem
continuamente do parâmetro, vamos nos referir tais simetrias como Simetrias de Lie.
Voltando à equação (2.3), temos que
$''''''&
''''''%
ξpx, yq  Bϕpx, y, εqBε

ε0




em que pξ, ηq é o campo vetorial tangente (à curva Γε) ao grupo G e
X  ξpx, yqBx   ηpx, yqBy (2.5)
é definido como o operador diferencial parcial de 1a ordem e é chamado de Gerador do
grupo G, em que Bx  BBx , etc.
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Dado (2.3) ou (2.5), as transformações (2.1) são determinadas através da














estas equações são chamadas de Equações de Lie.
Agora vamos fazer uma abordagem sobre sistemas de equações diferenciais de
segunda ordem, que é o enfoque principal deste capítulo.
2.3 Sistemas de equações diferenciais de segunda ordem
2.3.1 A EDP de 1a ordem correspondente e as condições de simetrias
Primeiramente, tomemos o tempo t como uma variável independente e as




sistema de equações diferenciais de 2a ordem que queremos discutir é:
:qi  ωipt, qj, 9qjq; i, j  1, ..., N (2.7)
Vamos introduzir uma nova equação diferencial parcial que é completamente










f  0, (2.8)
(soma sobre índice repetido i). A equivalência de (2.7) e (2.8) é dada de forma análoga ao
caso em que temos apenas uma equação diferencial, cuja equivalência é mostrada a seguir.
Considere a equação diferencial
:y  ωpt, y, 9yq. (2.9)










f  0. (2.10)
Note que em (2.10) a quantidade 9y é tratada como variável independente da
mesma forma que t e y. As equações (2.9) e (2.10) são completamente equivalentes e a
ligação será fornecida pela primeira integral da EDO.
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A primeira integral é uma função z  zpt, y, 9yq que é constante ao longo das
soluções de (2.9), isto é,
dz
dt




B 9y  0. (2.11)
Uma vez que invertendo a equação zpt, y, 9yq  cte  z0 com respeito a 9y, nós
obtemos
9y  ωpt, y, z0q, (2.12)
a primeira integral pode ser usada para reduzir a ordem da equação diferencial por um.
Comparando a definição (2.11) de uma primeira integral com a EDP (2.10),
vê-se imediatamente que toda solução ϕα de Af  0 é uma primeira integral z de :y  ω,
e vice-versa. (note que ϕα deve depender de 9y já que Bϕ
α
B 9y  0 contradiz Aϕ
α  0 a menos
que ϕα seja constante). Além disso, cada conjunto completo de 2 soluções funcionalmente
independentes ϕα corresponde à solução geral y  ypt, ϕα0 q da EDO que pode ser obtida,
eliminando todas as derivadas de y do sistema
ϕαpt, y, 9yq  ϕα0 ; α  1, 2 (2.13)
a constante ϕα0 é essencialmente as constantes de integração (valores iniciais) da equação
diferencial.
Para ilustrar isto, seja
:y  ωpt, y, 9yq  y, (2.14)










f  0. (2.15)




ϕ1  y2   9y2,








e de ϕ1  ϕ10  cte e ϕ2  ϕ20  cte pode-se obter a solução geral de (2.14). Escrevendo 9y




9y  ytgpt ϕ20q
,
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e daí tiramos que
y  ypt, ϕ10, ϕ20q  pϕ10q
1
2 senpt ϕ20q. (2.17)
Voltando à equação (2.8), vemos que ela admite 2N soluções funcionalmente independentes
ϕα  ϕαpt, qi, 9qiq que são as primeiras integrais de (2.7). Então toda solução de (2.7) pode
ser (localmente) escrita como qi  qipt, ϕα0 q em que ϕα0 são 2N constantes de integração.
A partir disso, nós obtemos ϕα  ϕαpt, qi, 9qiq, e segue de dϕ
α
dt
 0 e (2.7) que Aϕα  0.
Reciprocamente, nós temos 2N soluções funcionalmente independentes ϕα de Af  0 e























ϕα  0. (2.19)
Subtraindo (2.18) de (2.19), obtemos:
pωi  :qiqBϕ
α
B 9qi  0, (2.20)
e para funções funcionalmente independentes ϕα isso é possível se, e somente se, ωi  :qi.
Observação: Ao referirmos o operador A, a maioria dos resultados válidos
para uma equação diferencial (2a ordem) pode facilmente se generalizado para sistemas de
equações diferenciais de 2a ordem.
Uma transformação pontual é agora transformação (um a um) entre as variáveis
qi e t, e o gerador de um grupo de transformações pontuais é dado por
X  ξpt, qjq BBt   η
ipt, qjq BBqi . (2.21)
O sistema de equações diferenciais (2.7) admite simetria com gerador X e sua
extensão




B 9qi , (2.22)
exatamente se
r 9X,As  9XA A 9X  λA, (2.23)
(vamos deixar cair o ponto em 9X se nenhuma confusão surgir a partir daí) [vide Stephani
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B 9qi , a































B 9qi  λ
B



















Xωi  A 9ηi BB 9qi  λ BBt   λ 9qi BBqi   λωi BB 9qi . (2.26)
Note que, não precisamos determinar 9ηi para a extensão do grupo finito de
transformações, mas podemos considerar a condição de simetria seguinte: a componente
B








  9ηi  λ 9qi   9qidξ
dt
,







A parte essencial da condição de simetria está contida na componente BB 9qi de
(2.26), que dá:
Xωi  A 9ηi  λωi,
ou seja,
Xωi  A 9ηi  ωidξ
dt
. (2.29)














ou ainda, (com ,t  B{Bt e ,c  B{Bqc)
ξωi,t   ηjωi,j  
 











9qiξ,t   9qi 9qkξ,k
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que implica
ξωi,t   ηjωi,j  
 
ηj,t   9qkηj,k  9qjξ,t  9qj 9qkξ,k
 Bωi
B 9qj
  9qiξ,tt   9qi 9qkξ,tk   9qi 9qjξ,tj   9qi 9qj 9qkξ,jk   ωiξ,t   ωi 9qkξ,k   ωk 9qiξ,k   ωiξ,t
 ωi 9qjξ,j  ηi,tt  9qkηi,tk  9qjηi,tj  9qj 9qkηi,jk  ωkηi,k  0
(2.32)
em geral, trocando os índices mudos, nós temos:
ξωi,t   ηjωi,j   pηj,t   9qkηj,k  9qkξ,t  9qj 9qkξ,kq
Bωi
B 9qj   2ω
ipξ,t   9qjξ,jq
 ωjp 9qiξ,j  ηi,jq   9qi 9qj 9qkξ,jk   2 9qi 9qkξ,tk  9qk 9qjηi,jk   9qiξ,tt  2 9qjηi,tj  ηi,tt  0,
(2.33)
A equação (2.33) serve para determinar as componentes ξpt, qjq e ηipt, qjq do
gerador de simetria X em que ωi (o conjunto das equações diferenciais) são dados.
2.3.2 Simetrias de Noether e o Teorema de Noether
Definição 2.3.1. Uma transformação da forma#
t  ϕpt, qk, εq,
qi  ψipt, qk, εq, (2.34)
é uma simetria de Noether se deixa W 
» t2
t1
Lpt, qi, 9qiqdt invariante a menos de uma
constante aditiva V  V pεq, em que ε é o parâmetro do grupo e L é o Lagrangiano




DtV pε, t, qiqdt:
W  W   V pεq  W   ε
» t2
t1
DtV pε, t, qiqdt (2.35)
Se V  0 a simetria de Noether é chamada de simetria variacional, se a
simetria de Noether não é variacional, dizemos que ela é uma simetria de divergência.





B 9qi é gerador de uma simetria de Noether se, e somente se, existe uma função
V  V pt, qiq satisfazendo
XL  pAξqL  AV. (2.36)
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Demonstração: Considere a seguinte transformação:$'''&
'''%
t  ϕpt, qk, εq,







Expandindo (2.37) em série de Taylor, temos:
t  t  εξpt, qkq  Opε2q,
qi  qi   εηpt, qkq  Opε2q,





















L  Lpt, qi, 9qiq


































 Lpt, qi, 9qiq   εXLpt, qi, 9qiq  Opε2q. (2.40)
Assim,






rL  εXL Opε2qsrdt  εpξtdt  ξqkdqkq  Opε2qs

»
rL  εXL Opε2qsrdt  εpξtdt  9qkξqkdtq  Opε2qs

»


















Portanto, tomando :qi  ωi, temos:
XL  pAξqL  AV.

O seguinte teorema faz uma correspondência entre simetrias de Noether e
primeiras integrais.




B 9qi é gerador de uma
simetria de Noether do sistema p2.7q, então
ϕ  ξr 9qkL, 9qk  Ls  ηkL, 9qk   V pt, qiq, (2.42)
é uma primeira integral do sistema p2.7q.
Demonstração: Para mostrar que ϕ é uma primeira integral, nós temos que
provar que Aϕ  0. Se inserirmos ϕ como dado em (2.42) e fazer uso do fato que
para soluções d
dt





B 9qk  AL, 9qk  L,qk , (2.43)
e de (2.28)
9ηi  pAηiq  9qipAξq, (2.44)
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nós obtemos:
Aϕ  Aξr 9qkL, 9qk  Ls   ξrpA 9qkqL, 9qk   9qkAL, 9qk  ALs  pAηkqL, 9qk  ηkAL, 9qk   AV,
de (2.36), AV  XL  pAξqL  ξL,t   ηkL, 9qk   pAξqL e usando (2.43) e (2.44), temos:
Aϕ  Aξr 9qkL, 9qk  Ls   ξrωiL, 9qi   9qkL,qk  L,t  9qiL,qi  ωiL, 9qis




3 As Leis de Kepler: Via Simetrias de Lie
3.1 Geradores de simetrias de Lie do problema de Kepler
Do problema de Kepler, temos:
ω1  :x  GMx
r3
, (3.1)
ω2  :y  GMy
r3
, (3.2)
ω3  :z  GMz
r3
, (3.3)
em que r 
a
x2   y2   z2. Tomemos para simplificação de escrita GM  µ, q1  x,
q2  y e q3  z. Temos de (2.33) que
ξωi,t   ηjωi,j   pηj,t   9qkηj,k  9qkξ,t  9qj 9qkξ,kq
Bωi
B 9qj
 2ωipξ,t   9qjξ,jq   ωjp 9qiξ,j  ηi,jq
  9qi 9qj 9qkξ,jk   2 9qi 9qkξ,tk  9qk 9qjηi,jk   9qiξ,tt  2 9qjηi,tj  ηi,tt  0.
(3.4)
Como ωi não depende de t e 9qj para i, j P t1, 2, 3u, a equação (3.4) se reduz a
ηjωi,j   2ωipξ,t   9qjξ,jq   ωjp 9qiξ,j  ηi,jq   9qi 9qj 9qkξ,jk   2 9qi 9qkξ,tk  9qk 9qjηi,jk
  9qiξ,tt  2 9qjηi,tj  ηi,tt  0.
(3.5)
Olhando para o termo de terceira ordem em 9qi na equação (3.5), temos:
ξ,jk 9q
i
9qj 9qk  0 ñ ξ,jk  0, isto é B
2ξ
BqjBqk  0 e então podemos concluir que
ξ  aiqi   a4, (3.6)
em que ai  aiptq e a4  a4ptq. Substituindo (3.6) em (3.5), temos:
ηjωi,j   2ωip 9apqp   9a4   aj 9qjq   ωjpaj 9qi  ηi,jq   2 9qi 9qk 9ak  9qk 9qjηi,jk
  9qip:apqp   :a4q  2 9qjηi,tj  ηi,tt  0.
(3.7)
Olhando para o termo de segunda ordem em 9qi na equação (3.7), temos:
2δis 9qs 9qk 9ak  9qk 9qsηi,sk  0 ñ 2δis 9ak  ηi,sk  ηi,ks  2δik 9as,
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isto é, a expressão 2δis 9ak  ηi,sk é antissimétrica.
Portanto
ηi,ks  δis 9ak   δik 9as : W iks, (3.8)
daí
ηi,s  W iksqk   dis,




kqs   disqs   Ei, (3.9)
em que Ei  Eiptq. Assim, substituindo (3.8) em (3.9), obtemos:
ηi  12pδ
i
s 9ak   δik 9asqqkqs   disqs   Ei,
isto é,




sqi   disqs   Ei. (3.10)
Olhando para o termo de primeira ordem em 9qi na equação (3.7), temos:
2ωiaj 9qj   ωjaj 9qi   :apqp 9qi   :a4 9qi  2ηi,tj 9qj  0.
Podemos reescrever esta equação como:
2ωias 9qs   ωjajδis 9qs   :apqpδis 9qs   :a4δis 9qs  2ηi,ts 9qs  0,
daí,
2ωias   ωjajδis   :apqpδis   :a4δis  2ηi,ts  0. (3.11)
Substituindo ηi,ts  9W iksqk   9dis  pδis:ak   δik:asqqk   9dis em (3.11), temos:
2ωias   ωjajδis   :apqpδis   :a4δis  2:akqkδis  2:asqi  2 9dis  0; (3.12)
se i  s, temos:
ωias  :asqi  9dis  0 ñ as  0
(olhando para o termo independente q
i
r3
implícito em ωi) e isto implica que a1  a2  a3  0.
Substituindo estes valores em (3.12), teremos então
:a4δ
i










s 9a4   his,
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ηi  12 9a4ptqq
i   hisqs   Eiptq
(3.13)
Olhando para o termo livre em (3.7) (sem 9qi), temos:
ηjωi,j   2ωi 9a4  ωjηi,j  ηi,tt  0; (3.14)
para i  1, temos:
η1ω1,1   η2ω1,2   η3ω1,3   2ω1 9a4  ω1η1,1  ω2η1,2  ω3η1,3  η1,tt  0. (3.15)
Substituindo os dados que temos na equação (3.15), obtemos o seguinte:

1






























































































































x 9a4  12:a4,tx
:E1  0.
(3.17)
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xy2   3h21x2y   3h23xyz   3E2xy  

3














E1px2   y2   z2q   32 9a4x
3   3h11x3   3h12x2y   3h13x2z   3E1x2
 32 9a4xy











Anulando o coeficiente na frente de xr5, temos que:
:a4,t  0 ñ :a4  α0 ñ 9a4  α0t  α1
com α0 e α1 constantes. Anulando o coeficiente dos demais termos independentes de (3.19),
temos que:
• x2: E1  0;
• xy: E2  0;
• xz: E3  0;
• x2y: 3h12   3h21  0 ñ h12  h21;
• x2z: 3h13   3h31  0 ñ h13  h31;
• xyz: 3h23   3h32  0 ñ h23  h32;
• x3: 32 9a4   3h
1
1  2 9a4  0 ñ 
1
2 9a4   3h
1






6 ñ α0  0
e h11 
α1
6 então 9a4  α1 ñ a4  α1t  α2, em que α2 é constante;
• xy2: 32α1   3h
2
2  2α1  0 ñ h22 
α1
6 ;
• xz2: 32α1   3h
3
3  2α1  0 ñ h33 
α1
6 ;
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Analogamente os casos i  2 e i  3 são verificados. Assim, podemos concluir
que (tomando h12  α3, h13  α4 e h23  α5)$''''''''''''''&
''''''''''''''%
ξ  α1t  α2;
η1  23α1x  α3y   α4z;
η2  23α1y  α3x  α5z;
η3  23α1z  α4x α5y;
(3.20)
Portanto, os geradores de simetria do problema de Kepler são:
• X1  BBt ;
• X2  y BBx  x
B
By ;
• X3  z BBx  x
B
Bz ;
• X4  z BBy  y
B
Bz ;



















Note que o operador X1 representa uma translação no tempo, X2, X3 e X4
representam rotações no espaço e X5 representa uma dilatação no espaço-tempo.
3.2 Lagrangiano do problema de Kepler
As equações p3.1q  p3.3q do problema de Kepler podem ser reescritas como:
m:x mµ
r3
x  0, (3.21)
m:y  mµ
r3
y  0, (3.22)
m:z  mµ
r3
z  0, (3.23)
em que µ  GM e r 
a
x2   y2   z2. Vamos encontrar um Lagrangiano para o sistema
acima.
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Para simplificação de notação, tomemos L,x  BLBx , de forma análoga para y, z,
9x, 9y e 9z, e Dt  d
dt
. Assim
L,x DtL, 9x  0, (3.24)
L,y DtL, 9y  0, (3.25)
L,z DtL, 9z  0. (3.26)
De (3.24), temos:
L,x  L, 9xt  L, 9xx 9x L, 9x 9x:x  0. (3.27)
Como o sistema não depende de t, L,t  0, procuramos então L  Lpx, y, z, 9x, 9y, 9zq.
De (3.21) e (3.27), nós temos:
L,x  L, 9xx 9x L, 9x 9x:x  m:x mµ
r3
x, (3.28)
temos uma identidade em :x, p@:xq, o que implica que L, 9x 9x  m, logo
L  12m 9x
2   k1px, y, z, 9y, 9zq 9x  k2px, y, z, 9y, 9zq. (3.29)
Por outro lado, de (3.25) temos, observando que L,t  0:
L,y  L, 9yy 9y  L, 9y 9y:y  0. (3.30)
De (3.22) e (3.30), temos:
L,y  L, 9yy 9y  L, 9y 9y:y  m:y  mµ
r3
y, (3.31)
que implica que L, 9y 9y  m. Olhando para (3.29), obtemos que:
L, 9y 9y  k1, 9y 9y 9x  k2, 9y 9y  m.
Seja k1  0 ñ k2, 9y 9y  m, assim
k2  12m 9y
2   k3px, y, z, 9zq 9y   k4px, y, z, 9zq.
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Então, (3.29) torna-se
L  12m 9x
2   12m 9y
2   k3px, y, z, 9zq 9y   k4px, y, z, 9zq. (3.32)
Ainda temos de (3.26) que:
L,z  L, 9zz 9z  L, 9z 9z:z  0, (3.33)
que de (3.23) e (3.33), temos:
L,z  L, 9zz 9z  L, 9z 9z:z  m:z  mµ
r3
z, (3.34)
que implica que L, 9z 9z  m. Olhando para (3.32), obtemos que:
L, 9z 9z  k3, 9z 9z 9y   k4, 9z 9z  m.
Seja k3  0 ñ k4, 9z 9z  m, assim
k4  12m 9z
2   k5px, y, zq 9z   k6px, y, zq.
Seja k5  0, então:
L  12m 9x
2   12m 9y
2   12m 9z
2   k6px, y, zq
isto é,
L  12mp 9x
2   9y2   9z2q   k6px, y, zq. (3.35)




de forma análoga, de (3.31) e (3.35) temos k6,y  mµ
r3
y e de (3.34) e (3.35) temos
k6,z  mµ
r3
z e isto implica que k6  mµ
r
. Portanto um Lagrangiano para o problema de
Kepler é
L  12mp 9x
2   9y2   9z2q   mµ
r
. (3.36)
A proposição a seguir confirma o Lagrangiano que encontramos em (3.36).
Proposição 3.2.1. L dado por p3.36q é um Lagrangiano do problema de Kepler.
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Demonstração: Basta substituir (3.36) nas equações de Euler-Lagrange dadas
























e analogamente que BLBy  
mµ
r3
y e BLBz  
mµ
r3




m:qi, com i P t1, 2, 3u, q1  x, q2  y e q3  z, assim obtemos as equações do problema de
Kepler.

3.3 Simetrias de Noether e os geradores de simetrias de Lie do
problema de Kepler
Nesta seção, vamos verificar quais dos geradores de simetria de Lie do problema
de Kepler dados por X1, X2, X3, X4 e X5 são geradores de uma simetria de Noether,
utilizando o Lagrangiano dado em (3.36).
• X1  BBt ;
Temos ξ  1, ηi  0 e 9ηi  0, substituindo em (2.22) e utilizando a condição
de simetria de Noether dada em (2.36):
BL
Bt   pA1qL  AV ñ 0  AV,
isso implica que X1 é gerador de uma simetria variacional.
• X2  y BBx  x
B
By ;
Temos ξ  0, η1  y, η2  x, η3  0, 9η1  9y, 9η2   9x e 9η3  0, substituindo
em (2.22):




B 9x  9x
B
B 9y , (3.37)






  2 9y 9x 2 9x 9y  0, (3.38)
substituindo (3.38) na condição de simetria de Noether em (2.36), encontramos que
9XL  AV  0 ñ X2 é o gerador de uma simetria variacional.
• X3  z BBx  x
B
Bz ;
Temos ξ  0, η1  z, η2  0, η3  x, 9η1  9z, 9η2  0 e 9η3   9x, substituindo
em (2.22):




B 9x  9x
B






  2 9z 9x 2 9x 9z  0, (3.40)
substituindo (3.40) na condição de simetria de Noether em (2.36), encontramos que
9XL  AV  0 ñ X3 é o gerador de uma simetria variacional.
• X4  z BBy  y
B
Bz ;
Temos ξ  0, η1  0, η2  z, η3  y, 9η1  0, 9η2  9z e 9η3   9y, substituindo
em (2.22):




B 9z  9z
B






  2 9z 9y  2 9y 9z  0, (3.42)
substituindo (3.42) na condição de simetria de Noether em (2.36), encontramos que
9XL  AV  0 ñ X4 é o gerador de uma simetria variacional.



















Neste caso, temos ξ  t, η1  23x, η
2  23y, η
3  23z, 9η
1  13 9x, 9η
2  13 9y e
9η3  13 9z, então substituindo em (2.22):
















2   y2   z2qmµ
r3
 23p 9x
2   9y2   9z2q (3.45)
 23L, (3.46)
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também temos que pAtqL  L, substituindo os dados que temos na condição de simetria
de Noether em (2.36), encontramos que
23L  L  AV,
1
3L  AV.
Note que 13L não pode ser escrito como derivada total de uma função V pt, q
iq
e portanto X5 não é gerador de uma simetria de Noether.
3.4 As Leis de Kepler via simetrias
Na seção anterior vimos que os geradores de simetria de Noether do problema
de Kepler são X1, X2, X3 e X4. Pelo Teorema de Noether 2.3.1, temos que uma primeira
integral para o problema de Kepler relacionado a:
• X1  BBt é:
ϕ1  9qkL, 9qk  L
 12mp 9x
2   9y2   9z2q  mµ
r
;
• X2  y BBx  x
B
By é:
ϕ2  yL, 9q1   xL, 9q2
 my 9x mx 9y
 mpx 9y  y 9xq;
• X3  z BBx  x
B
Bz é:
ϕ3  zL, 9q1   xL, 9q3
 mz 9x mx 9z
 mpx 9z  z 9xq;
• X4  z BBy  y
B
Bz é:
ϕ4  zL, 9q2   yL, 9q3
 mz 9y  my 9z
 mpy 9z  z 9yq;
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Notemos que, a primeira integral ϕ1 computada pelo gerador X1 dá a energia,
e pelos geradores X2, X3 e X4 dá o momento angular, que é ϕ2, ϕ3 e ϕ4 respectivamente.
Pelo Teorema de Noether 2.3.1, podemos concluir então que a energia e o
momento angular no problema de Kepler se conservam e então utilizando os resultados
obtidos na seção 1.3, obtemos a 1a e a 2a lei de Kepler. Veremos a seguir que a 3a lei de
Kepler segue imediatamente do gerador X5.
Considere uma função f  fpx, y, zq P C1, temos em coordenadas esférias que$''''&
''''%
x  rsenθ cosφ;
y  rsenθsenφ;
z  r cos θ;
r 
a
x2   y2   z2.























































Observe que o operador X5 do problema de Kepler, em coordenadas esféricas
fica da seguinte maneira:





Encontrando o grupo de Lie do operador (3.48), observando que ξ  t e η  23r,















cuja solução é dada por #
t  teε,
r  rpeεq 23 . (3.50)














A relação (3.51) apresenta a 3a Lei de Kepler, isto é, a razão entre o quadrado
do período de um planeta e o cubo do semi-eixo maior de sua órbita é a mesma para todos
os planetas.
3.5 Simetrias de Cartan e o vetor de Laplace-Runge-Lenz
Começaremos esta seção apresentando alguns fatos sobre simetrias de Cartan
[vide Stephani (1989)].
Definição 3.5.1. Seja H  9qi BLB 9qi L o Hamiltoniano e pi 
BL
B 9qi o momento generalizado,
as simetrias da forma diferencial
Ldt  pdqi  9qidtq BLB 9qi  Hdt  pidq
i, (3.52)
são chamadas simetrias de Cartan
Um resultado da simetria de Cartan que iremos usar, mas não vamos demonstrar
é o seguinte:
Teorema 3.5.1. Se Lpt, qi, 9qiq é o Lagrangiano do sistema p2.7q caracterizado por
A  BBt   9q
i B
Bqi   ω
ipt, qi, 9qiq BB 9qi ; i  1, ..., N (3.53)
e se
9X  ξpt, qk, 9qkq BBt   η
ipt, qk, 9qkq BBqi   9η
ipt, qk, 9qkq BB 9qi , (3.54)
é o gerador de simetria de Cartan, então para
 B2LB 9qiB 9qj
  0 existe uma primeira integral ϕ
com Aϕ  9Xϕ  0 tal que
B2L
B 9qiB 9qj pη
i  9qiξq   BϕB 9qj . (3.55)
Por outro lado, se ϕ é uma primeira integral, então ηi  9qiξ dado em p3.55q
determina uma simetria dinâmica.
A equação (3.55) nos diz que o que conta é a dependência, do Lagrangiano L e
as primeiras integrais, de 9qi.
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Vimos que o problema de Kepler possui Lagrangiano da forma:
L  12mp 9x
2   9y2   9z2q   mµ
r
, r2  x2   y2   z2, (3.56)
e encontramos primeiras integrais correspondentes as 4 simetrias de Noether. Estas
primeiras integrais foram a energia
ϕ1  12mp 9x
2   9y2   9z2q  mµ
r
, (3.57)
e as três componentes do momento angular
ϕ2  mpx 9y  y 9xq,
ϕ3  mpx 9z  z 9xq,
ϕ4  mpy 9z  z 9yq,
(3.58)
correspondentes aos geradores X1,X2,X3 e X4.
Note que se adicionarmos A à X1  BBt obtemos H, dado por:





B 9qi . (3.59)
Agora, se buscarmos primeiras integrais ψ quadráticas em 9qk, em que ψ é dado
por
ψ  a 9x2   b 9y2   c 9z2   S 9x 9y  N 9x 9z  K 9y 9z   P 9x Q 9y  R 9z   λ, (3.60)
em que a,b,c,S,N ,K,P ,Q,R e λ são funções de t,x,y e z, nós devemos encontrar uma outra
primeira integral vetorial, nomeado como o vetor de Laplace-Runge-Lenz.












em que µ  GM .
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Usando o fato de que dψ
dt
 0 sobre soluções, temos:
a,t 9x
2   b,t 9y2   c,t 9z2   S,t 9x 9y  N,t 9x 9z  K,t 9y 9z   P,t 9x Q,t 9y  R,t 9z   λ,t
 a,x 9x3   b,x 9x 9y2   c,x 9x 9z2   S,x 9x2 9y  N,x 9x2 9z  K,x 9x 9y 9z   P,x 9x2  Q,x 9x 9y
 R,x 9x 9z   λ,x 9x  a,y 9x2 9y   b,y 9y3   c,y 9y 9z2   S,y 9x 9y2  N,y 9x 9y 9z  K,y 9y2 9z
 P,y 9x 9y  Q,y 9y2  R,y 9y 9z   λ,y 9y   a,z 9x2 9z   b,z 9y2 9z   c,z 9z3   S,z 9x 9y 9z
 N,z 9x 9z2  K,z 9y 9z2   P,z 9x 9z  Q,z 9y 9z  R,z 9z2   λ,z 9z  µx
r3
p2a 9x  S 9y  N 9z   P q
µy
r3
p2b 9y   S 9x K 9z  Qq  µz
r3




3   b,y 9y3   c,z 9z3   pa,y   S,xq 9x2 9y   pa,z  N,xq 9x2 9z   pb,x   S,yq 9x 9y2
 pb,z  K,yq 9y2 9z   pc,x  N,zq 9x 9z2   pc,y  K,zq 9y 9z2
 pS,z  N,y  K,xq 9x 9y 9z   pP,x   a,tq 9x2   pQ,y   b,tq 9y2   pR,z   c,tq 9z2














































Seja P  Q  R  0 e S,N ,K e λ funções somente de x,y e z; também vamos
procurar a,b e c da seguinte forma:
a  c2y   c3z,
b  c1x  c4z,
c  c5x  c6y,
(3.64)
Capítulo 3. As Leis de Kepler: Via Simetrias de Lie 55
em que ci  constante; i  1, ..., 6. Assim (3.63) se reduz à
pc2   S,xq 9x2 9y   pc3  N,xq 9x2 9z   pc1   S,yq 9x 9y2   pc4  K,yq 9y2 9z









































De (3.65), olhando para os coeficientes dos termos independentes 9x2 9y, 9x2 9z, 9x 9y2,
9y2 9z, 9x 9z2, 9y 9z2 e 9x 9y 9z, temos que:
• c2   S,x  0 ñ S  c2x  b1py, zq;
• c3  N,x  0 ñ N  c3x  b2py, zq;
• c1   S,y  0 ñ c1   b1,y  0 ñ b1  c1y   α1pzq ñ S  c2x c1y   α1pzq;
• c4  K,y  0 ñ K  c4y   b3px, zq;
• c5  N,z  0 ñ c5   b2,z  0 ñ b2  c5z   α2pyq ñ N  c3  c5z   α2pyq;
• c6  K,z  0 ñ c6   b3,z  0 ñ b3  c6z   α3pxq ñ K  c4y  c6z   α3pxq;
• S,z  N,y  K,x  0 ñ α1,zpzq  α2,ypyq  α3,xpxq  0 ñ α1,zzpzq  0 e α2,yy  0, daí
temos que α1  k1z   k2 e α2  k3y   k4 e assim, α3,xpxq  α1,zpzq  α2,ypyq ñ
α3,z  pk1   k3q ñ α3  pk1   k3qx  k5, em que ki  constante; i  1, ..., 5.
Até aqui, obtemos:
S  c2x c1y   k1z   k2,
N  c3x c5z   k3y   k4,
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r2c2xy   2c3xz  c2xy  c1y2   k1yz   k2y  c3xz  c5z2   k3yz   k4zs,
λ,x  µ
r3
rc2xy   c3xz  c1y2   pk1   k3qyz   k2y   k4z  c5z2s. (3.67)
• 9y, temos:





r2c1xy   2c4yz  c2x2  c1xy   k1xz   k2x c4yz  c6z2  k1xz  k3xz   k5zs,
λ,y  µ
r3




rc2xy   c3xz  c1y2   pk1   k3qyz   k2y   k4z  c5z2s
  µ
r3





rc1xy   c4yz  c2x2   k5z   k2x c6z2  k3xzs
  µ
r3
rc1y  2c2x k2  k3zs.
(3.70)
Considerando que λ P C2 então λ,xy  λ,yx. Assim:
3c2xy2  3c3xyz   3c1y3  3pk1   k3qy2z  3k2y2  3k4yz   3c5yz2   c2x3
2c1x2y   pk1   k3qx2z   k2x2   c2xy2  2c1y3   pk1   k3qy2z   k2y2
 c2xz2  2c1yz2   pk1   k3qz3   k2z2  3c1x2y  3c4xyz   3c2x3
3k5xz  3k2x2   3c6xz2   3k3x2z   c1x2y  2c2x3  k2x2
k3x2z   c1y3  2c2xy2  k2y2  k3y2z   c1yz2  2c2xz2  k2z2  k3z3,
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isto é,
2c2xy2  3c3xyz   c1y3  2pk1   k3qy2z  2k2y2  3k4yz   p3c5  2c1qyz2   c2x3
2c1x2y   pk1   k3qx2z   k2x2   c2xy2   pk1   k3qz3   k2z2  2c1x2y  3c4xyz
 c2x3  3k5xz  4k2x2   p3c6  2c2qxz2   2k3x2z   c1x2y
2c2xy2  k2y2  k3y2z   c1yz2  k2z2  k3z3.
Daí, temos c3  c4, c2  c6, c1  c5 e k1  k2  k3  k4  k5  0.
Então, até aqui obtemos:$'&
'%
a  c2y   c3z,
b  c1x  c3z,




S  c2x c1y,
N  c3x c1z,
K  c3y  c2z.
(3.72)
Nos resta então, os coeficientes de 9z, que nos dá:





r2c1xz   2c2yz  c3x2  c1xz  c3y2  c2yzs,
λ,z  µ
r3
rc1xz   c2yz  c3x2  c3y2s. (3.73)
Buscaremos λ da seguinte maneira:






























rc2xy   c3xz  c1y2  c1z2s
αx2   αy2   αz2  αx2  βxy  γxz  µc2xy   µc3xz  µc1y2  µc1z2
αy2   αz2  βxy  γxz  µc2xy   µc3xz  µc1y2  µc1z2, (3.76)
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Observe que derivando (3.77), a expressão (3.73) é verificada. Portanto,$''''''''''''&
''''''''''''%
a  c2y   c3z,
b  c1x  c3z,
c  c1x  c2y,
S  c2x c1y,
N  c3x c1z,
K  c3y  c2z,
λ  µ
r
pc1x  c2y   c3zq.
(3.78)
Retornando à equação (3.60), temos:
ψ  c2y 9x2   c3z 9x2   c1x 9y2   c3z 9y2   c1x 9z2   c2y 9z2  c2x 9x 9y  c1y 9x 9y









ψ  c1rx 9y2   x 9z2  y 9x 9y  z 9x 9z  µx
r
s
 c2ry 9x2   y 9z2  x 9x 9y  z 9y 9z  µy
r
s




O aparecimento de três constantes c1, c2 e c3 mostra que nós obtemos três
primeiras integrais do sistema (3.61), que são:
ψ1  x 9y2   x 9z2  y 9x 9y  z 9x 9z  µx
r
, (3.81)
ψ2  y 9x2   y 9z2  x 9x 9y  z 9y 9z  µy
r
, (3.82)
ψ3  z 9x2   z 9y2  x 9x 9z  y 9y 9z  µz
r
. (3.83)
O vetor pψ1, ψ2, ψ3q é chamado de vetor de Laplace - Runge - Lenz (LRL).
Em termos da órbita do planeta, esta lei de conservação diz que o vetor que aponta à
partir do Sol (qi  0) até o ponto mais próximo da órbita permanece constante, isto é,
não há mudança no periélio [vide Stephani (1989)]. Segundo Farina (2006) o módulo do
vetor de LRL nos dá essencialmente a excentricidade do problema de Kepler.
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Voltando ao Teorema 3.5.1, vamos agora encontrar geradores de simetrias de
Cartan. Note que B
2L
B 9qiB 9qj  mδ
i
j e substituindo em (3.55) e tomando ξ  0, temos:
mδijη
i  BψB 9qj ,
isto é,
mηj  BψB 9qj . (3.84)





B 9x ñ η
1  y 9y   z 9z,
mη2  mBψ
1
B 9y ñ η
2  2x 9y   y 9x,
mη3  mBψ
1
B 9z ñ η
3  2x 9z   z 9x,
que produz
Ψ1  py 9y   z 9zq BBx   p2x 9y   y 9xq
B







B 9x ñ η
1  2y 9x  x 9y,
mη2  mBψ
2
B 9y ñ η
2  x 9x  z 9z,
mη3  mBψ
2
B 9z ñ η
3  2y 9z   z 9y,
que produz
Ψ2  p2y 9x  x 9yq BBx   px 9x  z 9zq
B







B 9x ñ η
1  2z 9x  x 9z,
mη2  mBψ
3
B 9y ñ η
2  2z 9y   y 9z,
mη3  mBψ
3
B 9z ñ η
3  x 9x  y 9y,
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que produz
Ψ3  p2z 9x  x 9zq BBx   p2z 9y   y 9zq
B
By   px 9x  y 9yq
B
Bz . (3.87)
Portanto Ψ1, Ψ2 e Ψ3 dados por (3.85), (3.86) e (3.87) são geradores de simetrias
de Cartan, correspondente ao vetor de Laplace - Runge - Lenz.
61
4 Considerações Finais
Neste trabalho foi mostrado que a 2a lei de Newton mais a sua lei da gravitação
universal implicam nas leis de Kepler [Capítulo 1]. Sabe-se de Figueiredo e Neves (1997)
que a mecânica de Newton juntamente com as leis de Kepler implicam a lei da gravitação
universal. Nesse sentido, vamos considerar o problema de Kepler para um campo central
geral:
:~r  fprq~r, (4.1)
o trajeto é uma curva plana [vide p.20]. Pergunta: Para quais fprq, (4.1) admite X1, X2,
X3, X4 e X5 como geradores de simetrias? Para isso, basta tomar ξ e ηi de cada gerador e
substituir na condição de simetria (2.33).
Claramente veremos que para X1, X2, X3 e X4, (2.33) é satisfeita para qualquer
fprq, visto que para X1, ξ  1 e ηi  0 e para X2, X3 e X4, ξ  0 chegando a uma
igualdade válida independente do valor de fprq.




Bqi , o cálculo não é tão óbvio, temos ξ  t e
ηi  23q





f 1prq BrBqj q
i  fprqδij








i  2fprqqi   23fprqq
i  0,
23f
1prqqir  2fprqqi  0,
f 1prq  3fprq
r
, (4.2)
onde f 1prq  dfprq
dr




com c  constante, é tal que X1, X2, X3, X4 e X5 é gerador de simetria do sistema (4.1).
Desse modo, do problema de Kepler, tomando c MG em (4.3), e da 2a lei de
Newton, temos:
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que se trata da lei da gravitação universal descoberta por Newton.
Este trabalho tratou-se de um estudo sobre a teoria de Sophus Lie e como
importante aplicação foi tomado o problema de Kepler.
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